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1 Introducció
Són cada dia més comuns els problemes de detecció i reconeixement de formes i ob-
jectes a partir d’informacions obtingudes per mitjans tecnològics diversos:
radars, satèl.lits, escàners, tomograﬁes, etc. Totes aquestes aplicacions s’inclouen
al món de la visió computacional i l’anàlisi d’imatges. Però observem que per dar-
rere de tot això es troba la necessitat de descriure propietats topològiques i geo-
mètriques d’objectes parcialment coneguts i que, en una bona part dels casos, es
troben en moviment amb relació a l’observador. Aquestes consideracions ens con-
dueixen de manera natural al plantejament de qüestions del tipus següent dins de
l’estudi de la geometria:
a) Anàlisi de les característiques més típiques que podem esperar en la majoria
dels fenòmens (genericitat).
b) Estabilitat de les característiques geomètriques dels objectes en relació a per-
torbacions ambientals diverses.
c) Possibilitat de reconstruir globalment un objecte a partir d’informacions locals
que depenen del punt d’observació.
d) Descripció de l’evolució de la forma d’un objecte.
Aquests plantejaments ens indiquen la conveniència d’introduir una visió dinà-
mica en l’estudi de la geometria de les subvarietats de diversos espais (euclidià, afí
o de Lorentz, segons les aplicacions d’interès).
L’objectiu d’aquest article consisteix a explicar com l’aplicació adequada de tèc-
niques pròpies de la topologia diferencial (anàlisi de les singularitats i de l’esta-
bilitat d’aplicacions diferenciables, caracterització dels fenòmens genèrics a través
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de transversalitat a subespais convenients dels espais de sortidors. . . ) ens permet
adoptar aquest punt de vista dinàmic sobre l’estudi dels fenòmens geomètrics exi-
git per les necessitats dels avenços tecnològics actuals. En aquest sentit, ens pro-
posem, no ja entrar en la discussió concreta sobre possibles aplicacions, sinó esta-
blir el pont entre l’estudi de la geometria clàssica de les subvarietats (abordarem
ací tan sols el cas de l’espai euclidià) i el llenguatge de la topologia diferencial, o
més concretament el de la teoria de singularitats d’aplicacions diferenciables. Tal
pont es construeix damunt de la idea de contacte entre subvarietats. De fet, veurem
que aquest és el punt de partida per al desenvolupament de la geometria genèrica,
ja que ens permet expressar conceptes típics de la geometria diferencial, com ara
punts d’inﬂexió o vèrtexs de corbes o punts parabòlics i umbílics de superfícies en
termes de singularitats de funcions. Una vegada en aquest terreny, trobem les con-
dicions idònies per a tractar qüestions com la genericitat, l’estabilitat o l’evolució
de propietats relatives a les formes dels objectes.
Cal afegir que aquest context resulta ser molt adequat no només de cara a pos-
sibles aplicacions, sinó també per a la formulació i obtenció de diverses conseqüèn-
cies teòriques de tipus global, com il.lustrarem a la secció 6 amb la discussió d’al-
guns resultats i conjectures relatius a superfícies en R3 i R4.
2 Geometria, contacte i singularitats
Seguint el model de F. Klein, podem dir que estudiar la geometria d’una subvarietat
S de Rn consisteix a analitzar aquelles característiques de S que romanen invariants
sota l’acció del grup de la geometria considerada (transformacions rígides, aﬁns,
grup de Lorentz, etc.). Doncs, per a estudiar les propietats de la subvarietat S sembla
adequat aproximar-la en cada punt per algun objecte conegut(= model) invariant
pel grup d’equivalències de l’esmentada geometria. Aleshores, les característiques
pròpies del model que millor aproxima la subvarietat S en el punt p direm que són
els invariants geomètrics locals de S en p. Podem, doncs, concloure que l’estudi de
les propietats geomètriques locals de les subvarietats de Rn es redueix a l’estudi
dels contactes d’aquestes subvarietats amb els models de la geometria en qüestió.
Siguen X i Y dues subvarietats de Rn, que podem considerar localment deﬁnides
com X = g(Rm), Y = f−1(0), on g : Rm → Rn és una immersió i f : Rn → Rk
és una submersió. Suposem que p ∈ X ∩ Y , és a dir, p = g(x) i f · g(x) = 0.
Podem detectar el contacte entre X i Y en el punt p, a través de l’aplicació composta,
f ·g : Rm → Rk observant que, per a existir algun tipus de contacte entre X i Y en p,
el grau de tangència entre aquestes subvarietats en el punt p ha de ser major que el
mínim possible. Ja que TpX no és transversal a TpY . Però això és equivalent a exigir
que rangd(f · g)(x) < min(m,k), o amb altres paraules: l’aplicació f · g té una
singularitat en el punt x. Aquesta aplicació serà anomenada aplicació de contacte
entre X i Y .
Tenim així que l’estudi de les singularitats de l’aplicació f · g ens proporciona
una manera d’analitzar el tipus de contacte entre les subvarietats X i Y . Més for-
malment: donades les subvarietats Xi i Yi, i = 1,2 de Rn tals que dimX1 = dimX2 i
dimY1 = dimY2, direm que el contacte de X1 i Y1 en un punt comú p1 és del mateix
tipus que el de X2 i Y2 en p2 si existeix algun difeomorﬁsme local H : (Rn,p1) →
(Rn,p2) tal que H(X1) = X2 i H(Y1) = Y2. La classe de contacte del parell (X, Y) en
el punt y la denotarem perK(X, Y ;y). J. Montaldi ([47]) va provar que:
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a) K(X, Y ;y) està completament determinada pel tipus de singularitat de l’a-
plicació de contacte del parell (X, Y) amb relació al grup K de Mather. (La
condició de K-equivalència indica que les àlgebres locals de contacte de les
dues aplicacions són isomorfes. Vegeu [42]). És a dir, si gi : (Xi, xi)→ (Rn,yi),
representa una immersió de la varietat Xi, i = 1,2 i fi : (Rn,yi) → (Rp,0) és
tal que Yi = f−1i (0), i = 1,2, llavors, es veriﬁca que
K(X1, Y1;y1) =K(X2, Y2;y2) f1 · g1 ∼K f2 · g2,
b) la classe de contacte de X amb Y depèn exclusivament de X i Y i no de les
aplicacions g i f triades per a representar-les.
En el cas que Y siga una hipersuperfície, tindrem que q = 1; per tant, l’aplicació
de contacte és una funció, f · g : Rm → R, que pren valors en R. Aleshores, existirà
un contacte especial entre X i Y sempre que aquesta funció tinga una singularitat
degenerada (és a dir, no estable) en el punt x. En aquest cas, la forma quadràtica
Hessiana,H (f ·g)(x), és degenerada sobre l’espai tangent a X en x; llavors existeix
u ∈ TxX tal queH (f ·g)(u,v) = 0, ∀v ∈ TxX. El vector u serà denominat direcció
de contacte entre X i Y en p = g(x). No és difícil veriﬁcar que la direcció de contacte
és un invariant de la classe de contacte.
3 Contactes amb hiperesferes i hiperplans
D’acord amb les anteriors consideracions tenim que la geometria diferencial d’una
subvarietat X de Rn està força lligada als seus contactes amb les hiperesferes i
hiperplans de l’espai ambient.
Representem localment la subvarietat X com la imatge d’una immersió g : Rm →
Rn i siga S(a, r) una hiperesfera de centre a ∈ Rn i radi r, tangent a X. Llavors, la
funció de contacte de X amb S(a, r) ve donada per l’expressió següent:
d(x) = ||g(x) − a||2 − r 2 .
De la mateixa manera, la funció de contacte de X amb un hiperplà tangent de
vector normal v i distància ρ a l’origen de coordenades ve donada per
h(x) = 〈g(x), v〉 − ρ2 .
Així, si volem estudiar tots els possibles contactes de X amb les hiperesferes de
Rn haurem de considerar la família de funcions distància al quadrat
d : Rm ×Rn −→ R
(x, b) −→ ||g(x)− b||2 .
Anàlogament, els contactes de M amb els hiperplans de Rn vénen descrits per
les singularitats de la família de funcions altura
λ : Rm × Sn−1 −→ R
(x,v) −→ < g(x), v > .
Com que la classiﬁcació geomètrica dels diversos punts de la subvarietat X ve
donada pel grau d’aproximació de X als models (hiperesferes i hiperplans) en cadas-
cun d’ells, tenim que és possible redeﬁnir conceptes com ara vèrtex i punt d’inﬂexió
74 María del Carmen Romero Fuster
d’una corba plana, punt de torsió nul.la d’una corba espacial, punts umbílics i pa-
rabòlics de superfícies, etc., a través de les diverses singularitats de les funcions
anteriors.
4 Alguns comentaris sobre famílies de funcions
Introduirem a continuació alguns conceptes rellevants en l’estudi de les famílies de
funcions ([1], [14], [42], [51]):
Donada una família de funcions sobre X amb paràmetres en un espai C
F : X × C −→ R
(x, c) −→ Fc(x)
considerem el subconjunt
Σ(F) = {(x, c) ∈ X × C : x és un punt singular de Fc}.
Amb condicions (genèriques) adequades sobre els sortidors de la família F , és
a dir, si F és una família versal (vegeu [14] o [51]), es veriﬁca que Σ(F) és una
subvarietat de X×C de la mateixa dimensió que C. La denominem varietat catàstrofe
de F . En aquest cas, la restricció de la projecció π : X × C → C a la subvarietat Σ(F)
χF : Σ(F) −→ C
(x, c) −→ c
és coneguda com l’aplicació catàstrofe associada a F .
La imatge en C del conjunt singular de χF ,
B(F) = {c ∈ C : Fc té alguna singularitat no estable},
és el subconjunt de bifurcació de la família F . Si F és una família genèrica, el sub-
conjunt B(F) està estratiﬁcat d’acord amb les diverses singularitats de les funcions
Fc . Alguns estrats d’interès són els Bk(F), deﬁnits com:
{c ∈ B(F) : Fc té alguna sing. de corang 1 i codim k},
és a dir, si c ∈ Bk(F) aleshores existeix algun x ∈ X tal que el germen de la funció
Fc en el punt x ésA-equivalent al germen xk+21 ± x22 ± · · · ± x2m.
Finalment, el subconjunt de Maxwell de la família F es deﬁneix com
M(F) = {c ∈ C : Fc té algun valor crític múltiple}.
5 La família de funcions distància al quadrat
L’estudi de les singularitats genèriques de la família d va ser introduït per I. R. Porte-
ous en ([49] (1971)). Posteriorment, E. Looijenga ([41]) i J. Montaldi ([46]) analitzaren
separadament les condicions adequades sobre una immersió perquè les famílies d
i λ associades siguen genèriques (la qual cosa implica versal com a germen en la
majoria dels punts). En particular, van provar que existeix un subconjunt residual
(i per tant dens) d’immersions d’una subvarietat X en Rn en la topologia C∞ de
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Whitney sobre Imm(X,Rn) amb aquestes condicions. Tals immersions seran dites
genèriques.
El punt de partida en l’anàlisi de les singularitats de la família d consisteix en
l’observació que la varietat catàstrofe corresponent,





és precisament el ﬁbrat normal a la subvarietat X = g(Rm) en Rn. Així, si denotem
per π la projecció canònica de Rn ×Rn sobre el segon factor, tenim que π|Σ(d) és
l’aplicació exponencial normal. En conseqüència, les singularitats estables d’aquesta
aplicació poden ser analitzades des del punt de vista de la teoria de famílies versals
de funcions (en altres paraules, de la teoria de desdoblaments).
El conjunt de bifurcació de la família d ve donat per
B(d) =
{







i està format pels centres d’hiperesferes de Rn amb contacte d’ordre almenys 2 amb
la subvarietat X. Aquest conjunt és clàssicament conegut com el conjunt focal de X
en Rn.
Segons els anteriors comentaris, per a una subvarietat genèrica de dimensió
m ≥ 2 en Rn, es veriﬁca que B(d) és un subconjunt estratiﬁcat de Rn. Els seus
estrats de dimensió superior són subvarietats (n− 1)-dimensionals compostes per
punts que indueixen funcions distància al quadrat amb singularitats de tipus plec
(A2). És possible provar que els subconjunts, els quals anomenarem eixos de regres-
sió o arestes focals de X,
Bk(d) = {a ∈ B(d) : da té una singularitat de tipus Ak}
són subvarietats de dimensió n− k + 1 (vegeu [50] per al cas de superfícies en R3,
o [58] per a hipersuperfícies en general). Per tant, Bn(d) és una unió de corbes. Els
seus extrems són punts que determinen singularitats de tipus An+1 (corang 1) o bé
singularitats de corang almenys 2 (Dk, k ≥ 3, Ek, k ≥ 6, etc., vegeu la llista d’Arnold a
[2]) per a la corresponent funció distància al quadrat sobre la subvarietat X. Aquests
últims són els punts umbílics de la subvarietat X. En el cas d’una hipersuperfície
podem caracteritzar-los geomètricament pel fet que almenys dues de les curvatures
principals assumeixen el mateix valor en ells. Les estructures locals típiques tant
del subconjunt focal com de les arestes focals per a diversos punts d’una varietat
genèrica, en particular per als umbílics, poden ser ara obtingudes a través de les
informacions generals proporcionades per la teoria de desdoblaments de funcions.
Les crestes de X són els punts singulars de les funcions da corresponents a les
arestes. En altres paraules, les crestes són punts on l’ordre de contacte de X amb
alguna de les seves esferes focals és almenys 3. En la mesura que aquest ordre
de contacte augmenta direm que el punt cresta corresponent és d’ordre més alt.
Els punts de les crestes es caracteritzen geomètricament com els extrems de les
curvatures principals al llarg de les línies de curvatura associades (vegeu [50] per al
cas de superfícies en R3, o [58] per a hipersuperfícies en general). En general són
transversals a les línies de curvatura, excepte en punts aïllats (sobre les línies de
curvatura) corresponents a crestes d’ordre almenys n+ 1.
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És important observar que, igual que els umbílics de la superfície, les crestes
són conformement invariants. Açò es pot interpretar en el sentit que són altament
rellevants amb relació a la forma de la superfície en un sentit més ample (no rígid).
Cal també mencionar que l’anàlisi clàssica de la geometria local de les subvarietats
només prenia en compte, a través de la segona forma fonamental, els fenòmens re-
lacionats amb la part quadràtica de la immersió; és a dir, només diferenciava entre
ordres de contacte 2 imés de 2 de la subvarietat amb les hiperesferes de l’espai am-
bient. Per tant, és en l’estudi i la descripció de les crestes i les arestes focals, on les
tècniques de la Teoria de Singularitats es fan imprescindibles, la qual cosa explica
el fet que aquests conceptes no haguessin estat contemplats per la geometria dife-
rencial ﬁns molt recentment, amb la introducció de la geometria genèrica. L’anàlisi
de les crestes i de les arestes focals, tant com d’altres conceptes geomètrics carac-
teritzats en funció de contactes d’ordre més alt de les subvarietats amb k-plans o
k-esferes, ha resultat ser, d’altra banda, de gran interès en el tractament d’imatges
i reconeixement de formes amb l’ordinador en els últims anys, com podem veure
en els treballs de Koenderink i Van Dorn ([36] (1976)), Koenderink ([35], (1990)) o
Gordan ([27] (1991)). I a través d’aquests en l’estudi de fenòmens de ressonància
magnètica en aplicacions a la medicina ([28] (1992) i Thirion i Gourdon [66] (1993)).
D’altra banda, l’estudi més detallat de les hipersuperfícies focals està connectat
amb el problema de la propagació de fronts d’ones en l’espai euclidià, amb els cor-
responents fenòmens de concentració de raigs en les càustiques de llum. Aquest
tema, aparentment ben conegut per l’òptica geomètrica clàssica, ha estat una font
de sorpreses i objecte d’interès intensiu en els últims anys, per part de l’escola russa
dirigida per V. I. Arnold, com mostren nombroses publicacions (citarem [2], [3], [4],
[5], [6], [7], [38], [60], [61] o [62] per posar-ne algunes).
El subconjunt de simetria d’una ﬁgura (corba, superfície. . . ) es deﬁneix com l’ad-
herència del conjunt dels punts equidistants d’almenys dos punts de la ﬁgura,
de manera que les distàncies corresponents representen extrems locals. Tenim,
doncs, que aquest subconjunt és precisament l’adherència del subconjunt de
Maxwell, o amb altres paraules, l’adherència del conjunt dels centres de les esfe-
res bitangents a la ﬁgura. Aquest subconjunt està estretament relacionat amb un
concepte ben conegut al terreny de l’anàlisi d’imatges amb l’ordinador: l’esquelet
o eix medial. L’esquelet d’un objecte representat per una imatge a l’ordinador està
format per aquells punts del subconjunt de simetria que es troben a l’interior de la
ﬁgura. Es pot dir que els esquelets representen la forma sense volum. De fet, l’es-
quelet junt amb els radis de bitangència pot ser utilitzat per reconstruir la forma
original de la ﬁgura (com a l’envolvent de la família d’esferes centrades en els punts
de l’esquelet amb els corresponents radis).
És interessant observar que els primers estudis sobre els subconjunts de sime-
tria van estar motivats per investigacions en biologia (H. Blum [12] (1973)). Segons
aquest punt de vista, sembla que els sistemes visuals biològics focalitzen millor
sobre els punts dels eixos medials de les ﬁgures (I. Kovács i B. Julesz, [37] (1994),
T. S. Lee, S. C. Zhu, V. Lamme i D. Mumford [39] (1997)). Un estudi extensiu sobre la
determinació dels esquelets des del punt de vista de l’anàlisi d’Imatges es pot tro-
bar en els llibres de J. Serra, ([59]). Per a un estudi des del punt de vista geomètric
remetem a [10], [16] i [24].
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6 La família de funcions altura
Passarem ara a analitzar les singularitats genèriques de les funcions altura. (Refe-
rències: [15] i [53] per a hipersuperfícies en Rn, [55] per a corbes en R3, [43] per
a superfícies en R4 i [54], [44] i [45] per a subvarietats genèriques de codimensió
major o igual que 2.)
Observem, en aquest cas, que el conjunt singular de la deformació, λ∗ : Rm ×
Sn−1 −→ R× Sn−1, associada a la família λ de funcions altura sobre la varietat X,
Σ(λ∗) = {(x,v) ∈ Rm × Sn−1 | ∂λv
∂x
= Dg(x) · v = 0
}
,
és precisament el ﬁbrat normal unitari de X. La immersió difeomòrﬁca d’aquest
ﬁbrat unitari en Rn l’anomenem hipersuperfície canal de X en Rn i la denotem per
CX.
Podem veure CX com el subconjunt
CX = {g(x)+ )v ∈ Rn | v és un vector unitari normal a X en g(x)},
on ) és un nombre real positiu suﬁcientment petit.
El conjunt singular Σ(λ∗) coincideix, per deﬁnició, amb la subvarietat catàstrofe
de λ com a família de funcions sobre Rm amb paràmetres en Sn−1. La corresponent
aplicació catàstrofe és la projecció
χ : Σ(λ∗) −→ Sn−1
(x,v) −→ v.








on ν : Rm → Rm × Sn−1 està deﬁnida com ν(x) = (x,v), amb v el vector unitari
orientat normal a X en g(x) i γ l’aplicació normal de Gauss associada a la immer-
sió difeomórﬁca g. Clarament, ν és una immersió difeomórﬁca que té per imatge
el subconjunt Σ(λ∗). Llavors, la commutativitat del diagrama anterior ens diu que
l’aplicació normal de Gauss sobre X és equivalent a una aplicació catàstrofe. Per
tant, l’estudi de les singularitats estables de les aplicacions de Gauss sobre hiper-
superfícies pot ser realitzat a través de la consideració de les singularitats estables
de les aplicacions catàstrofe, que són ben conegudes, pel que fa a dimensions su-
ﬁcientment petites (teorema de Thom sobre classiﬁcació de catàstrofes elementals
[14], [51]).
En aquest cas, els punts d’interès geomètric són els punts parabòlics de X.
Aquests són els punts singulars de l’aplicació γ, que també estan caracteritzats
com els zeros de la curvatura gaussiana. En termes de contacte podem veure’ls com
aquells punts on l’ordre de contacte de la hipersuperfície amb el seu hiperplà tan-
gent és almenys 3. En general, els punts parabòlics provenen de singularitats de
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tipus plec (A2) per a la funció altura en la direcció del vector normal a la hipersu-
perfície. Tanmateix, en alguns punts on el contacte de la subvarietat amb l’hiperplà
tangent es fa major, apareixen singularitats més degenerades per aquestes funcions.
Aquests punts solen formar un subconjunt de mesura nul.la dins del conjunt dels
punts parabòlics. Per exemple, en el cas d’una superfície genèricament immersa en
R3, són punts aïllats coneguts com a cúspides de l’aplicació normal de Gauss (per-
què aquesta aplicació hi presenta una singularitat del tipus cúspide de Whitney,
[26]). Un estudi exhaustiu d’aquests punts i llurs propietats es troba en el llibre de
Banchoﬀ, Gaﬀney i McCrory ([9]).
En el cas d’una subvarietat X de codimensió major que 1 en Rn deﬁnim l’aplica-
ció normal de Gauss generalitzada de X com l’aplicació normal de Gauss sobre la
hipersuperfície canal de X,
γ : C(X) −→ Sn−1
g(x)+ )v −→ v .
És immediat veure que també en aquest cas l’aplicació de Gauss és equivalent
a una aplicació catàstrofe i el problema de l’estabilitat i el tipus de singularitats es
redueix al d’aquestes últimes.
L’anàlisi de les diverses singularitats de les funcions altura sobre una subva-
rietat X de Rn ens va permetre construir a [53] dues estratiﬁcacions sobre l’es-
pai de paràmetres Sn−1 de la família λ: l’estratiﬁcació de Gauss i l’estratiﬁcació de
Maxwell (anomenada corestratiﬁcation en el treball original). La primera ve donada
per l’estratiﬁcació natural del subconjunt de bifurcació de la família λ. Mentre que
la segona està lligada a la consideració d’únicament els mínims absoluts de les fun-
cions altura; de fet, ve donada per una estratiﬁcació d’un subconjunt del conjunt de
Maxwell de la família λ. La importància d’aquesta última prové del fet de contenir
totes les informacions necessàries per a descriure l’estructura qualitativa global de
l’envoltura convexa de la subvarietat. Un estudi d’aquestes estructures per al cas
de les hipersuperfícies genèriques pot ser trobat a [52].
D’altra banda, les estratiﬁcacions de Maxwell resulten ser també d’interès per
a obtenir propietats globals de corbes. Per exemple, en [55], va ser l’anàlisi de les
propietats topològiques de l’estratiﬁcació de Maxwell associada a una corba genè-
rica tancada en R3 (grafs de Maxwell en la 2-esfera, en aquest cas) el que ens va
permetre arribar al següent teorema dels 4 vèrtex per a corbes espacials convexes
(en el sentit que es troben sobre la seva envoltura convexa):
Qualsevol corba genèrica tancada i convexa en R3 té almenys 4 punts de torsió
nul.la.
Posteriorment i prenent en compte que tota corba és un límit en la topologia
C∞ de Whitney de corbes genèriques, s’han obtingut extensions d’aquest resultat a
categories més amples ([48], [56] i [21]).
Observem que un punt de torsió nul.la es caracteritza pel fet que la funció al-
tura en la direcció binormal té una singularitat del tipus Ak≥3. En el cas d’una
corba en Rn, aquest concepte es generalitza com a punt d’aplanament, és a dir,
un punt on la funció altura en la direcció de la binormal té una singularitat de tipus
Ak≥n. Alguns resultats globals relatius a punts d’aplanament de corbes en R2n+1
poden ser trobats en [8] i [11].
Il.lustrarem a continuació la correspondència entre els llenguatges de la geome-
tria diferencial clàssica i la geometria genèrica per a les hipersuperfícies en Rn:
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Diccionari
Geom. dif. clàssica Geometria genèrica
Aplic. exponencial normal. Aplicació catàstrofe de la família d.
Conjunt focal. Subconjunt de bifurcació de d (B(d)).
Punt umbílic. Singularitats de corang 2 de les funcions
distància al quadrat.
Direccions principals. Direccions de contacte de X amb esferes
osculatrius.
Aplic. normal de Gauss. Aplicació catàstrofe de λ.
Punts parabòlics. Punts singulars de χλ.
Direccions principals. Direccions de contacte de X amb assimptò-
tiques hiperplans.
No deﬁnit. Subconjunt de Maxwell de d (M(d)).
No deﬁnit. Crestes i arestes focals (Bk(d)).
El problema de l’evolució dels fenòmens geomètrics estables en famílies unipa-
ramètriques de superfícies en R3 ha estat analitzat en els treballs: [17], [18], [19] i
[20].
7 Propietats globals relatives a les direccions de contacte
a) Umbílics de superfícies en R3
Els camps de direccions principals estan globalment deﬁnits sobre qualsevol super-
fície X i els umbílics són els seus punts crítics. Llavors, si X és compacta i sense
vora, la fórmula de Poincaré-Hopf ens diu:
χ(X) = Σp indV(p),
on p es fa variar entre tots els umbílics de X, V és un dels dos camps de direccions
principals i χ(X) denota la característica d’Euler de la superfície X.
Se sap, per altra banda, que l’índex d’un umbílic en una superfície genèrica és
±12 . Per tant,
-umbílics ≥ 2χ(X)
i com a conseqüència tenim el resultat següent (Feldman [22] (1977)):
1 Teorema Tota 2-esfera genèricament immersa en R3 té almenys 4 punts umbílics.
Aquesta aﬁrmació representa una versió genèrica d’una altra de més general,
coneguda com
Conjectura de Carathéodory El nombre d’umbílics d’una 2-esfera convexa en R3
és almenys 2.
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Una manera d’abordar aquesta conjectura consisteix a investigar els possibles
índexs dels umbílics de les superfícies en R3 en general. Se sap que és possible
deﬁnir immersions (locals) de superfícies amb umbílics de qualsevol índex j ≤ 1.
Així, l’aﬁrmació següent es pot considerar com una versió local (més forta) de la
conjectura anterior:
Conjectura de Loewner L’índex d’un camp de direccions principals en un umbílic
d’una superfície és sempre menor o igual que 1.
L’estudi d’aquesta última conjectura per a superfícies analítiques ha estat trac-
tat per diversos autors: Hamburguer [33] (1940–41), Bol [13] (1943–44), Klotz [34]
(1959), Titus [65] (1973), Scherbel [63] (1995).
Per a les superfícies de tipus Cr , Smyth i Xavier [64] van provar que la conjec-
tura de Loewner és vertadera sota una condició (genèrica) feble sobre les derivades
d’ordre menor o igual que 3 d’una certa funció.
D’altra banda, Gutiérrez, Mercuri i Sánchez-Bringas ([29](1996)) van provar que la
resposta positiva a la conjectura de Loewner analítica implica la resposta positiva a
la conjectura de Loewner Cr (sota una condició (genèrica) feble de no- degeneració).
Altres treballs d’aquests autors relacionats amb aquest problema són [31] i [32].
Analitzarem a continuació com és possible posar aquestes qüestions en un con-
text més ample, utilitzant el fet que les direccions principals d’una superfície en R3
són les direccions de contacte de la superfície amb les esferes de l’espai ambient.
b) Umbílics de superfícies en R4
Siga X una superfície en R4 i denotem per Sν : TpX → TpX l’operador de forma asso-
ciat a un camp normal ν sobre X. Aquest operador ve donat per Sν(ξ) = −(¯ξ¯ ν¯).
No és difícil veriﬁcar que Sν és autoadjunt. Els seus autovectors deﬁneixen les direc-
cions ν-principals i els seus autovalors, les corresponents ν-curvatures principals.
Els punts crítics d’aquests camps són anomenats ν-umbílics.
C. Gutiérrez i F. Sánchez-Bringas proven en ([30]) el resultat següent:
2 Teorema Per a qualsevol n ∈ Z, existeix una immersió analítica f : R2 → R4 amb
un camp normal ν i un punt ν-umbílic d’índex n2 .
Per tant, la conjectura de Loewner no és vertadera per a una superfície X en R4
amb un camp normal ν qualsevol.
D. Mochida, M. C. Romero Fuster i M. A. Ruas estudiaren les singularitats genè-
riques de la família de funcions altura sobre una superfície genèrica en R4 ([43])
i introduïren el concepte de direcció binormal com una direcció normal a la su-
perfície en un punt, per a la qual la funció altura corresponent té una singularitat
degenerada. L’hiperplà ortogonal a una direcció binormal en un punt s’anomena hi-
perplà osculador. Això es deu al fet que el seu contacte amb la superfície en el punt
considerat és d’ordre més alt que el dels altres hiperplans tangents. Les correspo-
nents direccions de contacte són les direccions asimptòtiques (la deﬁnició clàssica
per aquestes direccions en termes de l’el.lipse de curvatura es pot trobar a [40]).
Els punts crítics dels camps de direccions asimptòtiques són els punts d’inﬂexió
de la superfície ([40]). És interessant observar que si ν és un camp binormal sobre
una superfície X en tots els punts, una de les famílies de línies de ν-curvatura coin-
cideix amb les línies asimptòtiques corresponents a la binormal ν ([57]) i per tant
els punts d’inﬂexió són ν-umbílics.
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En general un camp binormal (i per tant el corresponent camp de direccions
asimptòtiques) no té per què estar globalment deﬁnit sobre una superfície. Tanma-
teix, Mochida, Romero Fuster i Ruas proven en ([43]):
3 Teorema Els camps de direccions asimptòtiques estan globalment deﬁnits sobre la
superfície X si i només si X és localment convexa en R4.
On per localment convexa entenem que admet un hiperplà tangent de suport
local (en el sentit que deixa a la varietat localment continguda en un dels dos hiper-
plans determinats per ell en R4) en cada punt.
D’altra banda, Garcia, Mochida, Romero Fuster i Ruas analitzen en [23] l’estruc-
tura dels camps de direccions asimptòtiques sobre una superfície genèrica i arriben
a la conclusió següent:
4 Teorema L’índex del camp de direccions asimptòtiques en un punt d’inﬂexió d’una
superfície genèrica és ±12 .
I s’obté com a conseqüència:
5 Teorema En una superfície genèrica convexa, compacta i sense vora X en R4, es
veriﬁca la relació següent:
-punts d’inﬂexió de X ≥ 2χ(X).
Sobre la base d’aquestes conclusions proposem:
A) Conjectura de tipus Loewner per als camps de binormals sobre una superfície
en R4: l’índex dels camps de direccions asimptòtiques en els punts d’inﬂexió és
sempre menor o igual que 1.
B) Conjectura de tipus Carathéodory per a 2-esferes convexes en R4:
-punts d’inﬂexió ≥ 2.
Observació: la projecció estereogràﬁca transforma les línies asimptòtiques i els
punts d’inﬂexió d’una superfície en S3 ⊂ R4 en les línies de curvatura i els punts
umbílics de la seva imatge en R3. Per tant, les conjectures en R4 inclouen les con-
jectures en R3 com a casos particulars.
Finalment, destaquem que és possible veure la Conjectura de Carathéodory com
un problema global sobre el contacte d’una superfície X amb subvarietats especials:
hiperesferes en R3 (o hiperplans en R4).
En un context més general podem considerar l’estudi dels contactes d’una vari-
etat amb subvarietats invariants per algun grup de transformacions i els correspo-
nents camps de direccions de contacte. Els punts crítics d’aquests camps són inva-
riants per al grup de transformacions considerat i tenen especial interès geomètric.
Aleshores, l’anàlisi de l’estructura dels esmentats camps i dels seus possibles ín-
dexs en els punts crítics deurà conduir a resultats del tipus anterior on es relaciona
la topologia de la varietat amb la seva geometria.
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